TERMINALE S

Corrigé dudm 8

Lundi 19 janvier I

Exercice 1

e Complexes

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormal direct
(O, 7, 7), unité graphique : 1 cm. Soit A le point d’affixe

zg = —i et B le point d'affixe zp = —2i. On appelle f

Uapplication qui, a tout point M d’affixe z, M distinct de A,
iz —2

associe le point M d’affixe z' définie par z' = li e

1. Démontrer que, si z est un imaginaire pur, z # —i, alors z'
est imaginaire pur.
z est imaginaire pur et z # i, alors z = yiouy €
R\ {—1}et:
o il =2
iy+i
—y—2
i(y+1)
y+ 2i
y+1°

est réel,

Or]/—|—2
y+1

donc z’ est un imaginaire pur.

Autre méthode

Rappel : z est un imaginaire pur si et seulement si

Z = —Z.

z et —i étant deux imaginaires purs, on a:

— <iZ—2>
Z = -
zZ+1

(iz —2)
(z+1)
—i(—z)—2

= —Z/

donc z’ est un imaginaire pur.

2. Déterminer les points invariants par I'application f. (On ap-
pelle point invariant de f les points M tels que f (M) = M).
On résout :

, iz—2
2=z <= z= -
zZ+1

— Ztiz=iz—2etz# —i

— 2= Detz# —i
— z=+2iouz=—V2i

Donc les points invariants de f sont les points
d’affixes v/2i et —v/2i.

3. Calculer |z" —i| x |z +il.

2" —i] x |z+i] =

= 1L x|z+il.
z

|z —i| x |z+i] =1
Montrer que, quand le point M décrit le cercle de centre A et de
rayon 2, le point M reste sur un cercle dont on déterminera le
centre et le rayon.

M décrit le cercle de centre A, de rayon 2 signifie :
AM =2 <= |z +i| =2.

Onaalors2|z’—i| =1 < |z’_j| :%

M’ est alors situé sur le cercle de centre le point

d’affixe i et de rayon %

4. a. Développer (z + 1)* puis factoriser 22 + 2iz — 2.
Ona:

o (z+4i)* = Z2+42iz+1i2
= 22 42iz—1.
o 242iz—2 = Z242iz—-1-1
= (z+i)? -1

= (z4+i—1)(z+i+1).
b. Déterminer et représenter I'ensemble des points M, tels que
M soit le symétrique de M par rapport a O.
M’ est le symétrique de M par rapport a O si et seule-

mentsiz’ = —z. On résout alors :
iz—2 . . .
—z = = = —ZP—iz=iz—2etz # —i
zZ+1

— z242iz—2=0etz # —i
— (z+i-1)(z+i+1)=0etz # —i
<— z=1—ietz=-1-1i.

Donc M’ est le symétrique de M lorsque M est
d’affixe 1 —iou —1 —1i.

5. Déterminer et représenter I'ensemble E des points M, tels
que le module de z' soit égal @ 1. (On pourra remarquer que
r_ i(Z — ZB)

e
2| = iz—2| |i(z+2i)| |i||z+2i] |z+2i
o lz4i| | z4i | |z |z+i]
o
Alors !z"zl |2+ .1’ =
|z +1

> |z+42|=|z+1i] etz # —i
= BM=AMetM # A
<= M est sur la médiatrice de [AB].

E est la médiatrice de [AB].
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Exercice 2

Partie A

1. Résoudre sur R I'équation différentielle y’ —y = 0.
Ona: vy —y=0 <= y' =y

Les solutions de I'équation différentielle sont les fonc-
tions définies sur R par x — Ce” ou C est un réel.

2. Montrer que h : x — (5 —x)e* — 2 est solution sur R de
I'équation différentielley’ —y =2 — e*.
h est définie et dérivable sur R et de la forme uv — 2

avec:
u(x)=5—x donc u'(x)=-1

v(x) =e* donc ©v'(x) =e*
Et: Vxe R:h'(x) = —1le*+ (5—x)e*
= (4—x)e".
Ainsi, pour tout x de R :
h'(x)—h(x) = (4—x)e*—[(5—x)e*—2]

(4—x—5+x)e*+2
2—e".

e Equations différentielles

e Fonction exponentielle

Partie B

Soit f la fonction définie sur R par :

f(x) =2e* —2 — xe.

— 0

+ 00

donc lim (2—ux)e*

X—+ oo

= — Q.

h est solution sur R de 1'équation différentielle y’' — y =

1. Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de
» Ona: f(x) =(2—x)e* —2.
lim e*
et lim f(x)
lim 2e* 0
e

29

3. Montrer que g est solution sur Rdey’' —y = 2 —e" si et
seulement si, (g — h) est solution sur Rdey’ —y = 0.
On a pour tout x réel :

(g—h) estsolutionde y'—y =0

AR (§—h)'—(g—h) =0

= §'—h' —g+h=0

= g'—g=h"—h

= g'—g=2-¢"

— gestsolutiondey’ —y =2+

4. En déduire I'ensemble des solutions de y' —y = 2 — e* puis
la solution particuliére dont la courbe admet une tangente de
coefficient directeur égal a 1 en son point d’abscisse 0.

Une solution de y’ —y = 2 — e est donc de la forme
¢(x) = Ce* + h, ot ¢ est une solution de ' —y = 0,
on obtient :

Les solutions de ¥’ —y = 2 — e" sont les fonctions
définies sur R par x — (C+5—x)e* —2 ot C est
un réel.

Soit f la solution particuliere cherchée. Au point
d’abscisse 0, le coefficient directeur de la tangente est
égalal,donc: f'(0) = 1.
f est définie et dérivable sur R et :
f'(x) —e*+(C+5—x)e*
(C+4—x)e".
Dou: f'(0) (C+4)x1=1
— C=-3.

et € sa courbe représentative dans un repere orthonormal
— —
(O, i, j ) d’'unité 2 cm.
définition. Préciser les éventuelles asymptotes a € mises en évi-
dence. f est définie sur R, donc deux limites a calculer.
{ lim 2—x
X——+ o0
X—+ o0
— 0.
X—+ 00
» Ona: f(x) =2e* —2 —xe".
X—— 00
dim —2 —2 donc lim f(x) = —2.
X—— 00
[m xe* 0
X—— o0

et lim f(x)= -2
X—— 00

2. Etudier les variations de f puis dresser son tableau de varia-
tions complet.
f estdéfinie et dérivable sur Ret: f'(x)

= (1-x)e".
L e®" est strictement positif pour tout x réel, donc, le
signe de f '(x) est donné par le signe de (1 — x). On

en déduit le tableau des variations de f :

X — 0 1 + o0
f'(x) + 0 -
e—2
SN 7 \_w

avec f(1) = 2! —1-1xel=e—2.

3. Montrer que I'équation f(x) 0 admet deux solutions
réelles.  Veérifier que O est l'une d’elles puis donner un en-
cadrement d’amplitude 10~2 de I'autre solution que I'on notera
a.

» version bac : d’apres le tableau de variation,
’équation f(x) = 0 admet deux solutions réelles.

» version maths : Sur l'intervalle |—oo; 1], f est con-
tinue et strictement croissante. De plus, N Erpoo f(x) =

—2 et f(1) = e—2 et 0 appartient & |—2; e—2],

f estla fonction définie sur R par f(x) = (2 —x)e* —2

donc, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires,

Remarque :

on trouve comme solution particuliere la fonction
de la partie B, ce qui est classique et de bonne au-

I'équation f(x) = 0 admet une unique solution sur
l'intervalle | — co; 1].

Sur l'intervalle [1; + oo], f est continue et strictement
décroissante. De plus, XETOO f(x) = —ccet f(1) =

gure!

e — 2 et 0 appartient a |—o0; e —2], donc, d’apres
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2e* — (e* + x
2e* —e* — xe



le théoréeme des valeurs intermédiaires, 1’équation Ona: f(0) = 2°-2-0e"=2-2=0.
f(x) = 0 admet une unique solution sur l'intervalle Donc 0 est une solution de 'équation f(x) = 0, et 0
]1; + co]. appartienta |— oo ; 0].

A l'aide de la calculatrice, on obtient: 1,59 < a < 1,6

I'équation f(x) = 0 admet deux solutions réelles.
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