TERMINALE S

Corrigé du ds 5

Mercredi 4 février

Exercice 1

1. L’équation €** —3e¥ —4 =0 admet dans R ...
On pose X = e* et on a pour tout x réel :
e —3e*—4=0 <« ()’ —3e"—4=0
= X*-3X-4=0.
» Premiére méthode
X? —3X —4 = 0 a pour racine tout & fait évidente X; = —1
Soit X, la seconde racine.
On a: X1X2:£:_—4
a 1
d’ou Xy = 4.
» Deuxiéme méthode (plus brutale!)
Le calcul du discriminant nous donne :

A = VP —4ac=9+16=25=5>>0,dou:
X, - —b-VA X, — b+ VA
2a 2a
_ 3-5 . 3+5
-2 -2
= -1 = 4
On obtient donc :
e* = —1, impossible car une exponentielle n’est jamais néga-

tive ou ¥ = 4, c’est-a-dire x = In4 = 21In2.

L’équation a donc une seule solution, réponse b.

2. L’expression —e *...

Ona:
VxeR:e ™" >0« —e " <0.

e Fonction exponentielle

e Equation différentielle

L’expression —e™ ™ est toujours négative, réponse b.
2e¥ —1
3. lim =...
x—+oo e¥ 42
On factorise par e* au numérateur et dénominateur :

1
e* (2—e—x)

X
weR Tog = ——od
e‘<1+e—x>
o 2—e"
1427
Iim —x = —o0 9 _ e P
) .
N ThmeX = o e lim st

C’est la réponse c.

4. L’équation différentielle y =2y’ —1 a pour ensemble de solu-
tions. ..
Ona: y=2y'-1 < y+1=2y'
1 1
— y'=Zy4-=.
y =3y + 5 .
On reconnait la forme y' = ay +b aveca = b = 5 d’ou :

bt

a
L’ensemble dles solutions est donc :
{fk:x — ke2* — 1 aveckelR}.

‘ C’est la réponse c. ‘

Exercice 2

e Suites adjacentes

On définit sur N les suites (uy) et (vn) par : ug =0, vg = 12,
2uy 4+ vn Uy + 3v,
Upy1 = 3 4

1. On considére la suite (wy) définie, pour tout entier naturel n,

et Uy =

par : Wy = vy — Uy. Montrer que la suite (wy,) est géométrique.
On a:

Wp+1 = Onp4l — Up4l

uy, +3v,  2u,; + oy
4 3
3u, +9v, 8u, +4v,
2 12
—5u, + 5v,
12

5
I (vn — un)

- ﬁwn.

5
(wy) est géométrique de raison D et de premier terme

woy = 12.

2. Donner l’expression de wy en fonction de l’entier naturel n.

Ona:

5 n
Vn € N :w, =wy x g", donc, Vne]N:wnzlzx(—) .

12

3. Déterminer la limite de la suite (wy).

(wy) est une suite géométrique de raison T et 15 appar-

tient & ]—1; 1.

Iim w, =0.
n—-—+ oo

Finalement :

4. Démontrer que la suite (uy) est croissante. On a :

2
VneN:u,1—u, = WTW—L[”
_ 2uy+uy B 3uy
N 3 3
e
B 3
1
= 3 (on —un)
= gwn.
5 n
: =12 —
Or: Vn e N,w, X (12) ,
1
donc : ‘v’nG]N:wn>0<:>§wn>0.
Finalement : Vn € N : u, 49 —uy = 0.

‘ (uy) est croissante. ‘

5. Etudier le sens de variation de la suite (vy). On a :
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Uy + 3oy,

VneN:v, 1 —v, = T—vn
_ un—i—Svn_élﬂ
B 4 4
_ un_vn
B 4
1
= _%@n Un)
= —an
1

Or : Vne]N:wn20<:>—an<0.
Finalement : Vn € N : v,41 — v, < 0.

‘ (vn) est décroissante. ‘

6. Que peut-on déduire des résultats précédents quand a la con-
vergence des suites (uy) et (v,) ¢ On a:

(uy) est croissante ;

(vn) est décroissante ;

llm Op — Uy = ].im wy = 0.
n—-—+ oo n—-—+ oo

donc (uy) et (vy) sont adjacentes, elles convergent vers la
méme limite .

7. On considére la suite (t,), définie pour tout entier naturel n,
par : ty = 3uy +4v,. Montrer que la suite (t,) est constante.
On a:

thy1 = 3un+21 + 4vn+1

= 3x u”; In +4x
2uy, + vy + uy + 30y
- 31/[;/1 + 4’071

- tn.
‘ (ty) est constante et : ¥n € N, t, = t) =4 x 12 = 48.

8. Déterminer les limites des suites (uy) et (vn).
Ona lim u,= lim v, =/, donc:
n——+ oo n—-—+ oo

lim t, = 3¢0+4¢
n—-+ oo
= 70

Or: Vn € N,t, = 36, donc liI;I_l t, =36
n— o
48

. . 48
Iim u, = lim v, = —.
n——+ oo n—+ 00 7

Uy + 3y

Exercice 3

e Equation différentielle

Un million de bactéries sont introduites dans un milieu de culture
a Uinstant t = 0.

Soit g(t) le nombre de bactéries, exprimé en millions, a l'instant
t, exprimé en heures. On a donc g(0) = 1.

On a établi que la fonction g, définie et dérivable sur [0; + oo],
est une solution de l’équation différentielle (E) : y' =
1,2y (1—0,2y).

1. Résoudre I’équation différentielle (Eg) : y' = —1,2y +0,24.
(Ep) est une équation différentielle de la forme y' = ay + b

aveca = —1,2 et b = 0,24, ainsi Z =-0,2.

L’ensemble des solutions est donc

{fC x> Ce ¥ 40,2 avec C € ]R}.

2. On admet que g ne s’annule pas sur [0; +co[ et on pose

1
h = —. Montrer que g est solution de ’équation différentielle

(E) si et seulement si h est solution de l’équation différentielle
(Eo)-

» Une premiére solution

g est dérivable et ne s’annule pas sur [0; 4 oo[, donc I est

!
définie et dérivable sur [0; +oo[ et : b/ = —‘;—2.
Ainsi

g solution de (E) <= ¢’ =1,2¢(1-0,2g)

— g/ =1,29-0,24¢

/
— Z—z = 1,2gg—2 —0,24

(g ne s’annule pas)

!/
= -5 _ 12102
g

«— h'=-1,2h+0,24
<= h est solution de (Eyp).

g est solution de 'équation différentielle (E) si et seulement
si h est solution de I’équation différentielle (Ep).

» Une autre solution (légére variante!

1
g est dérivable et ne s’annule pas sur [0; + oo[, donc h = —

est définie et dérivable sur [0; 4 oo
/

et : g, = _ﬁ
Ainsi :

g solution de (E) ¢'=1,2¢(1-0,29)

g/ =1,29—0,24¢>

h' 1 1
—7=12,-024 (h—2>
h' = —1,2h+0,24

h est solution de (Ep).
3. Déduire des questions précédentes que la fonction g est
définie, sur [0; + oo[, par :

t)

[

1
0,240,812t

—~

8

D’apres la question précédente :
Vte[0; +oo:h(t) = —.
8(t)

Or, pour tout ¢ dans [0; + oo[, g ne s’annule pas, donc h ne
s’annule pas. Finalement :

Vie [0; +oof:g(t) = ﬁ

D’apres la question 1, on obtient :

| =

, avec h solution de (Ep).

)= —————.
8(t) Ce-12t 10,2

La condition initiale nous 1donne :

0)=1 — —s—F——=1

8(0) Ce~12x04.0,2

— #—1

C+0,2
— C+0,2=1etC#-0,2
— (C=0,8.
1

DOHC7 g(t) = W sur [0, +OO[

4. Déterminer le sens de variation de g. g est définie et dériv-
able sur [0; 4 oof et :

o) = 0,8x (=1,2)e 1

0,96e 1

(0/ 2 + O/ 88_1’2t)2 ‘
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Une exponentielle étant toujours strictement positive, g ’(¢) gy =2 = 1>2 (0, 240,812
est strictement positif pour tout # de [0; + oo. 1>0441 6012
= 4 7
g est croissante sur [O; + oo[. 0,6 _
— | ) , = >e
5. Déterminer lim g(t). Interpréter ce résultat. 1,6
O - xX— -+ 00 < ].rl (O, 375) 2 _1/ 2t
nas In (0,375)
Iim —-1,2t = - ,
g ) = 5 <!
TEIPooe =0 ~— t2>0,817.
1 1 En arrondissant grossierement, on tombre sur 1 heure, plus
et| im ——— = — =5. : i ¢ ‘envi i .
A 025 0,8e12 0,2 finement ‘ la population a doublé au bout d’environ 49 minutes

» Interprétation géométrique : la droite d’équation Variante (juste pour le plaisir!)

y = 5 est une asymptote horizontale & la courbe €5 en + 0. g(t) =22 +— ;12 >2
» Interprétation biologique : le nombre de bactéries 0,2+0,8e~ 1
tend vers 5 millions (et ne le dépassera pas). <~ 0,2+0,8 12K 3
gl getermmer linstant t o la population de bactéries aura dou- 0, ge— 12t <0,3
é ¢ _ 0,3
A Tinstant 0 (+ =0), il y a avait 1 million de bactéries, on — e g 03
doit donc résoudre : g(t) > 2. "70,3
A0 1 - — —-1,2t<In
— ’
g(t) > 0,2+0,8e 12 ~ In (0,375)
Or: Vte[0; +00[,0,2+0,8¢ % > 0, donc : =tz
Exercice 4 ] e Fonction logarithme
— Partie A — e Limite en + o0 : on a,
) Inx
_ A o Inx lim — = -
Soit f1 la fonction définie sur]0; 4+ co] par : f1(x) =x—1— ~ x—too X donc| lim f1(x) =+ oo.
et €1 sa courbe représentative dans un repére du plan. XBI_POOx -1 = +o Yot
1. Soit g la fonction définie sur 10; 4+ oo| par : g(x) = x* — 3. Etudier les variations de fi.
1+ Inx. Etudier les variations de la fonction gi. f1 est définie et dérivable sur |0; + oo[ avec :
» Méthode fine : 1
. 2 . Inx Cxx=lxinx g g,y
e la fonction x — x° — 1 est croissante sur |0; 4 oo ; <_) o= X 5 = .
e la fonction x — Inx est croissante sur |0; + oo ; x * xl In x
—In
Par somme de fonction croissante sur ]0; + oo[, g1 est crois- Doli, Vx €]0; +oo[: fi(x) = 1-— 5
sante sur ]0; + co] xz—lj—lc—lnx
» Méthode classique : = 2
g1 est définie et dérivable sur |0; + oo[ et : g1(x)
1 = 2
/
x) = 2x+-— x
g1(x) , X Un carré étant toujours positif dans R, f | (x) est du signe
_ 2x" +1 >0,Vx > 0. de g1(x), on en déduit le tableau des variations de fi :
‘ } [ ‘ X 0 1 + oo
1 est croissante sur |0; + oof.
8 fix) - 0

Calculer g1(1), en déduire le signe de g1(x) suivant les valeurs

_l’_
+ 00 + oo
de x.
Immédiatement : ¢1(1) = 12_-1+1In1=0. fi(x) \ . /

On en déduit le tableau incomplet des variations (pas de
o . In1
hmltes) de g] : f](]-) = 1—-1— I;. =0.

X 0 1 + oo . P

; 4. Montrer que la droite 27 d’équation y = x — 1 est asymptote
g1(x) + a6 en +o0. On calcule :

: I§

@ || Al = (x=1) = xo1-ZFxt

&1 - Inx
On en déduit le tableau de signes de g7 : In x X
X——+o00 X

X |0| 1 Yoo Et lim ——Odonc:XEToofl(x)—(x—l)zo.

g1(x) 0 +

2. Calculer les limites de f1 en 0 et en + co.

La droite 2 d’équation y = x — 1 est asymptote a 47 en

+ o0.
e Limite en 0 : on a,
Iimlnx = —o In x Etudier la position relative de 6 par rapport ¢ 2.
x— . =t , . . . . )
lim 1 - oF donc chli% . . On étudie le signe de f1(x) — (x —1) :
x=0 Inx
D’autre part, { x—0 X donc| lim f1(x) = + 9. < Inx=0etx#0
Iimx—1 = -1 x—0 —1
x—0 — x=1
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» filx)—(x—1)>0 <= ———>0
Inx
<~ T<0
<~ Inx<Ocarx >0
— x<1.

e %) est au-dessus de 21 pour x appartenant a |0; 1]
e %) est au-dessous de 2 pour x appartenant & |1; + oof

e %1 et 24 ont un point d’intersection pour x = 1.

%1 admet-elle une autre asymptote ?
lin’(l)f1<X) = 4 o0, donc la droite d’équation x = 0 est
X—

asymptote a la courbe %f.

— Partie B —

Pour tout entier naturel non nul n, on définit sur ]0; 4+ o[ la

fonction fu par : fu(x) = x —n— nln_x et on nomme €, sa
courbe représentative dans un repére duxplan.

1. Soit gu la fonction définie sur |0; + o[ par :
n+nlnx.

a. Etudier les variations de la fonction gy.

Qn est définie et dérivable sur ]0; + oo et :
gn(x) =

gn(x) = X% —

2x—|—n><1:2x—|—E
X X

22
- xTJr”>o,Vx>o.

b. Déterminer ses limites en 0 et en -+ co.
e Limite en 0 : on a,

lin})nlnx = —o

o donc | lim ¢, (x) = — 0.

limx*—n = -n x—>0gn( )

x—0

e Limite en 4+ o : on a,

hl}rl nlnx = +o

X— (o] .
; donc| lim X) = + o0.
lim x¥>—n = +o xﬁ+oog”( )

X—+ 00

Dresser son tableau de variation. On en déduit le tableau suiv-
ant :

X 0 Ky +OO
g n(x) +
T fw
gu() /e/
— 0

c. Montrer que "équation ¢n(x) = 0 admet une unique solution

an et que : ay € [1; €]

e Version bac d’apres le tableau des variations,

I'équation gn(x) = 0 admet une unique solution &, dans

10; + o0

e Version maths la fonction g, est continue et

strictement croissante sur |0; 4 oo].

De plus lim g,(x) = —o0 et lim gu(x) = 4 o0, donc,
x—0 X—+ 00

d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, li existe un
unique réel, noté ay, dans ]0; + col, tel que g, (ay) = 0.

En outre, g4(1) =12 —n+nln1=1—n <0 pour n > 0
et, gu(e) =e* —n+nlne=e? > 0.

Donc, gx(1)ga(e) < 0 et : |y € [0; e].]

d. Déterminer le signe de gn(x) suivant les valeurs de x. Des
questions précédentes, on déduit le tableau de signes de gy

X 0 Ay + 0o
G [ = 0 7
2. Déterminer les limites de fy en O et en + oo.
e Limite en 0 : on a,

Iimlnx = —o0 X
= donc lim — = — o0
hn}]x = 0F x—0
X—
Inx
Iim -n—> = 400
D’autre part, x—0 donc
Iimx—n = -n
x—0

lim f,(x) = + o0.
x—0

e Limite en + o0 : on a,

. Inx
Iim — = -

Xx—ofoo X donc| lim fu(x) =+ co.
lim x—n = +o0 Xt

X—+ 00

3. Calculer f,(x) et justifier que f },(x) a le signe de gn(x) sur
10; +o0].
fn est définie et dérivable sur |0; + oof et :

! \
(h’l_X), _ ;xx—lxnx_l_lnx

X x2 x2

Dot, Vx€]0; +oo[:fl(x) = 1—-n
x2—n+nlnx
x2

gn(x)

xz
Un carré étant toujours positif dans R, f },(x) est du signe
de gn(x).
Etudier les variations de fy, et dresser son tableau de variation.
X 0 0y + o0

fu(x) — 0 +
+ o0

+ o0
" \fl () /

4. Montrer que 6, admet une asymptote oblique D).
Soit Py la droite d’équation y = x — n, on a alors :

fa(x)—(x—n) = x—n—nlnTx—x—l—n
R
| N x
. Inx L N
Et XHIEOOT_OdonC'xEwa”(X) (x —n) =0.

La droite 2, d’équation y = x — n est asymptote a %, en
+ o0.
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